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À l’aube du XXe siècle, la physique a connu une révolution majeure, bouleversant les 
fondements mêmes de notre compréhension du monde. Après plus de deux siècles de 
progrès scientifiques, l’humanité semblait sur le point d’atteindre une connaissance 
exhaustive des constituants de la nature et des lois qui régissent leur comportement. 
Cependant, des incohérences insoupçonnées ont émergé, remettant en question des 
notions longtemps considérées comme indiscutables : le caractère absolu du temps, le 
déterminisme, la localité, ainsi que la nature des interactions et le réalisme même des 
objets.

Cet ouvrage explore cette transformation fondamentale qui a conduit à l’émergence de 
la physique moderne. Il présente les concepts essentiels de la physique quantique et 
de la relativité, tout en illustrant l’unification progressive des entités physiques autour 
du principe de moindre action, qui constitue le socle des approches lagrangienne et 
hamiltonienne. 

En outre, il met en lumière l’impact profond de ces théories sur notre environnement 
quotidien, notamment dans les domaines de l’énergie, de l’informatique et des 
télécommunications. Ce livre constitue une ressource précieuse pour quiconque souhaite 
approfondir sa compréhension de la physique et de ses applications.

« Voici un livre que tout étudiant de master de physique devrait se procurer, et que 
je vais garder précieusement dans ma bibliothèque comme référence. Sans aucune 
autre connaissance qu’un solide cours de licence en mathématiques et en physique,  
le lecteur pourra s’initier à des notions avancées, allant des formalismes lagrangien 

et hamiltonien en mécanique et électromagnétisme à la physique quantique. » 
Alain Aspect, prix Nobel de physique 2022
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Avant-propos

Au tournant du xxe siècle, la physique a connu l’un des plus grands boulever-
sements de toute son histoire. Alors même qu’après plus de deux cents ans de
tâtonnements, de découvertes en découvertes, on semblait enfin atteindre une
connaissance exhaustive et complète des constituants de la nature, de leurs
propriétés et des lois gouvernant leur évolution, les quelques fissures ou im-
perfections que comportait ce splendide édifice théorique se sont révélées pro-
gressivement des failles majeures. Remonter à l’origine de ces incohérences et
en tirer les conséquences a nécessité de remettre en cause des notions qui sem-
blaient intouchables : le caractère absolu du temps, le déterminisme, la localité,
la nature des interactions, jusqu’au réalisme même des objets. Cette révolution
a donné naissance à la physique moderne, unifiant la nature des objets qui la
composent en ce qui allaient devenir des particules quantiques, puis des champs
quantiques.

L’objectif de cet ouvrage est de guider le lecteur à travers cette révolution,
le long des deux axes majeurs qu’ont constitué la relativité et la physique
quantique. Le point de départ et le cœur théorique de ces développements est
le principe de moindre action, qui débute cet ouvrage, décrit dans le formalisme
lagrangien et hamiltonien.





Chapitre 1

Formulations lagrangienne
et hamiltonienne de la mécanique

1.1 Le monde selon Galilée et Newton

1.1.1 Vision classique de l’espace et du temps

C’est à Galilée que nous devons notre vision classique de la description du mou-
vement. Dès 1610, il remarque qu’il est impossible de di!érencier le repos d’un
mouvement rectiligne et uniforme. Ceci signifie qu’en l’absence de force, le mou-
vement d’un point matériel est continu et uniforme. Aucune expérience locale
ne permettant de di!érencier un état de repos d’un état de mouvement recti-
ligne et uniforme, il en conclut que ces deux situations sont fondamentalement
identiques. Cette observation est connue sous le nom de principe d’inertie.

Ce principe trouve sa traduction mathématique dans l’espace euclidien. Dans
l’espace et le temps, tout événement ponctuel peut être considéré comme dé-
terminé par ses coordonnées spatiales, regroupées en un vecteur à trois dimen-
sions ωr, et par sa coordonnée temporelle t. On peut également rassembler ces
coordonnées sous la forme d’une position à quatre composantes (ωr, t). Dans
cette représentation, le temps est absolu et identique dans tous les référentiels
inertiels ou galiléens (à la définition de l’origine des temps près).

Dans ce cadre les changements de référentiels sont décrits par les transforma-
tions de Galilée. La transformation qui permet de passer des coordonnées ωr dans
un repère R aux coordonnées ωr → dans un repère R→ en translation rectiligne
uniforme à la vitesse ωu par rapport à R s’écrit ainsi :

{
ωr → = ωr → ωu t

t→ = t
(1.1)
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où l’on suppose que les origines des temps sont identiques dans les deux repères.
L’évolution d’un système classique est décrite par la mécanique newtonienne
qui relie la variation temporelle des vitesses aux forces extérieures qui sont
appliquées au système. Pour un système de N points matériels de masses {mi},
cette relation est donnée par la seconde loi de Newton :

mi ωai = mi
dωvi

dt
= ωFi (ωr1, . . . ,ωrN ;ωv1, . . . ,ωvN ) . (1.2)

L’évolution du système à partir de conditions initiales données est ainsi entiè-
rement déterminée par la donnée des positions et des vitesses à un instant t,
ou par celle des positions en deux instants di!érents.

1.1.2 Espace des phases et déterminisme classique

La dépendance fondamentale envers les données initiales (ωr,ωv) conduit de ma-
nière très naturelle à décrire l’évolution des systèmes dans un espace multidi-
mensionnel dans lequel chaque point est caractérisé par les valeurs des positions
et des vitesses. Cet espace est nommé espace des phases. Pour une particule
évoluant dans un espace à trois dimensions, l’espace des phases en comporte
donc six. Plus généralement, l’espace des phases d’un système de N particules
évoluant dans notre espace usuel tridimensionnel comporte 6N dimensions.
La partie gauche de la figure 1.1 présente ainsi la trajectoire générale dans l’es-
pace des phases d’une particule évoluant le long d’un axe Ox, la coordonnée
verticale correspondant à la vitesse linéaire ẋ de la particule. Sur la même figure
à droite est représentée la trajectoire dans l’espace des phases d’un oscillateur
harmonique unidimensionnel. Cette trajectoire est une orbite fermée parcourue
de façon périodique. Conformément à la physique newtonienne, les données des
valeurs de (ωr,ωv) à un instant t donné déterminent entièrement l’évolution du
système pour tous les instants futurs t→ > t.

1.2 Le principe de moindre action

Nous avons vu dans la section précédente que, pour décrire le mouvement d’un
ensemble de points matériels, il est équivalent de donner, soit les valeurs des
positions et des vitesses à un instant, soit uniquement les positions mais à deux
instants di!érents. Cette observation nous invite à considérer le mouvement
sous un nouvel angle. Plutôt que de partir d’une situation initiale complètement
déterminée (positions et vitesses), on peut se poser la question suivante : si l’on
se donne une position initiale et une position finale, existe-t-il une évolution
(une trajectoire dans l’espace des phases) qui les relie, et si oui, quelle est-
elle ? Nous allons voir que la réponse à cette question réside dans le principe
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de moindre action, principe qui va bouleverser la vision de la mécanique et
ultérieurement, de la physique.

<latexit sha1_base64="o+jX1PEHFehYdjT2zwC15m1eOVY="></latexit>x

<latexit sha1_base64="G8hCMNJX6ZLLMg0SQGh3ymdD1eo="></latexit>

ẋ

<latexit sha1_base64="o+jX1PEHFehYdjT2zwC15m1eOVY="></latexit>x

<latexit sha1_base64="G8hCMNJX6ZLLMg0SQGh3ymdD1eo="></latexit>

ẋ

Figure 1.1 – Exemples d’évolution dans l’espace des phases pour une particule
à une dimension : évolution quelconque (à gauche) et oscillateur harmonique
(à droite).

1.2.1 Première approche variationnelle : le principe de Fermat

Historiquement, c’est à Fermat que l’on doit le premier énoncé d’un principe de
minimisation pour décrire l’évolution d’un système physique, en l’occurrence
pour expliquer les lois de la réfraction lumineuse. Pour le comprendre, nous
pouvons commencer par nous poser un problème en apparence sans rapport :
supposons qu’Alice soit à proximité d’une piscine dans laquelle Bob se trouve
en di"culté et appelle à l’aide. La question est de savoir quelle trajectoire Alice
doit emprunter pour atteindre Bob le plus rapidement possible. Il s’agit d’une
question non triviale, car Alice court plus vite sur le sol qu’elle ne nage. Se
déplacer en ligne droite vers Bob n’est donc pas obligatoirement optimal, pas
plus que courir sur le sol pour atteindre le bord de la piscine le plus proche
de Bob, ce qui pourrait lui prendre au total trop de temps. La situation est
schématisée sur le panneau de gauche de la figure 1.2.

En nommant I le point de passage entre le sol et l’eau, et en choisissant l’axe Ox
le long du bord de la piscine (l’origine correspondant à la position initiale
d’Alice), le temps total mis pour atteindre Bob est

ε =
AI

v1
+

IB

v2
=

√
x2

I + y2
A

v1
+

√
(x2

B → x2
I) + y2

B

v2
. (1.3)
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L’optimum de ce temps de parcours est obtenu en annulant sa dérivée par
rapport à la position xI :

dε

dxI
= 0 =

1

v1

xI√
x2

I + y2
A

→ 1

v2

xB → xI√
(xB → xI)2 + y2

B

. (1.4)

Par ailleurs,

xI√
x2

I + y2
A

=
xI

AI
= sin i1 et

xB → xI√
(xB → xI)2 + y2

B

=
xI

IB
= sin i2 . (1.5)

Finalement, la trajectoire optimale e!ectivement empruntée par Alice satisfait
la relation suivante :

1

v1
sin i1 =

1

v2
sin i2 . (1.6)

x

y

B

A

v1

v2

x

y

B

A

i2

i1

i2

i1

n1

n2

I I

Figure 1.2 – Illustration du principe de Fermat : à gauche, pour qu’Alice
(en A) sauve Bob (en B) de la noyade, et à droite, pour la réfraction de la
lumière entre deux milieux d’indices di!érents.

De façon analogue, un rayon lumineux traversant une interface entre deux mi-
lieux d’indices di!érents est dévié. Sa trajectoire obéit précisément à la loi ci-
dessus. Nous avons l’habitude de l’écrire en utilisant l’indice optique n = c/v,
où c est la vitesse de la lumière dans le vide, et v dans le milieu. La loi obtenue,
connue sous le nom de loi de Snell-Descartes et illustrée dans le panneau de
droite de la figure 1.2, s’exprime comme suit :

n1 sin i1 = n2 sin i2 . (1.7)

Étant donné les points de départ et d’arrivée A et B du rayon lumineux, la
trajectoire e!ectivement suivie correspond au temps de trajet minimal entre A
et B. Ce changement de point de vue est très important pour la description
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de la physique. Il s’agit d’une révolution conceptuelle majeure, o!rant une
alternative globale aux méthodes procédurales établies précédemment. Pour la
première fois, une loi physique, la loi de la réfraction lumineuse, est dérivée à
partir d’un point de vue global et d’un principe variationnel, ici la minimisation
du temps de parcours.

1.2.2 Le principe de moindre action de Maupertuis

Le principe de Fermat invite à chercher une approche variationnelle pour la
mécanique. Ce sont Maupertuis, puis Euler qui appliquent en premier ce point
de vue à la mécanique au xviiie siècle. S’inspirant des travaux de Fermat,
Maupertuis va retrouver une loi des sinus pour la réfraction lumineuse en re-
cherchant la trajectoire qui, entre deux instants t1 et t2, minimise la quantité
suivante :

S =

∫ t2

t1

ωv ·dωϑ . (1.8)

Il nomme cette quantité l’action. L’action totale est donc une somme d’ac-
tions élémentaires ωv ·dωϑ qui ne dépendent que de l’état instantané du système.
Le principe de moindre action stipule que l’action est minimale pour la trajec-
toire réelle. Sur le schéma de la figure 1.3, la trajectoire réelle est représentée
en trait plein. Toute trajectoire potentielle autre que la trajectoire réellement
suivie débouche sur un accroissement ϖS > 0 de l’action.

x

vx

t1

t2

→ ωS > 0

Figure 1.3 – Illustration de la trajectoire d’un système unidimensionnel dans
l’espace des phases (x, vx). La trajectoire réelle est en trait plein, toute déviation
entraîne une action globale plus élevée.
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Généralisant son raisonnement aux systèmes matériels, Maupertuis introduit
alors la masse dans l’expression de S. Dans la suite, nous verrons qu’il est
e!ectivement plus naturel d’utiliser l’impulsion que la vitesse :

S =

∫ t2

t1

m ωv ·dωϑ =

∫ t2

t1

ωp ·dωϑ . (1.9)

L’unité de l’action ainsi définie est donc le produit d’une énergie par un temps,
et se mesure en J · s en unités S.I.

1.2.3 Le formalisme lagrangien

Le formalisme moderne permettant d’exprimer la mécanique classique d’un
point de vue variationnel est introduit par Joseph-Louis Lagrange dans la se-
conde partie du xviiie siècle. Outre le fait qu’il permet de faire le lien avec la
physique quantique, ce formalisme o!re une vision synthétique permettant de
s’a!ranchir des forces internes et de mettre en valeur les symétries du problème.
Ces dernières vont en particulier faire émerger de façon naturelle les invariants,
c’est-à-dire les constantes du mouvement.

L’action de Lagrange se construit comme une généralisation de l’exemple de
la section précédente. S y est définie comme l’intégrale entre deux points fixes
d’une fonction nommée lagrangien L, ce dernier ne dépendant que des positions
des particules et de leurs dérivées premières :

S =

∫ t2

t1

dt L [ωr1(t), . . . ,ωrN (t);ωv1(t), . . . ,ωvN (t)] . (1.10)

Il est important de noter que le lagrangien est construit comme une fonction
des variables ωri et ωvi considérées comme indépendantes, de sorte que la notion
d’espace des phases prend tout son sens. Dans la pratique, cette indépendance
se traduit par

ϱL(ωv)

ϱωr
= ω0 si L ne dépend que de ωv

et
ϱL(ωr)

ϱωv
= ω0 si L ne dépend que de ωr .

La notation utilisée ici est une notation compacte permettant de désigner un
vecteur dont les composantes sont les dérivées partielles par rapport aux com-
posantes du vecteur au dénominateur. Par exemple, dans une base orthonormée
{ωex,ωey,ωez}, la dérivée d’une grandeur scalaire A s’écrit

ϱA

ϱωu
=

ϱA

ϱux
ωex +

ϱA

ϱuy
ωey +

ϱA

ϱuz
ωez .
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Dans le cas de l’opérateur gradient, cela revient à l’écrire sous la forme :

ϱA

ϱωr
= ω↑A .

Dans la suite de l’ouvrage, la notation ϱ/ϱωu sera le plus souvent utilisée, à la
place en particulier de l’opérateur ω↑.

1.2.4 Les équations d’Euler-Lagrange

La définition de l’action à partir du lagrangien permet de trouver la forme
générale des équations du mouvement sur la base du principe de moindre action.
Supposons que l’on perturbe la trajectoire, en modifiant chaque variable ωri(t)
et ωvi(t) en ωri(t) + ϖωri(t) et ωvi(t) + ϖωvi(t). Il faut bien noter que, pour que
cette trajectoire modifiée dans l’espace des phases corresponde e!ectivement à
une trajectoire potentielle dans l’espace réel, il faut conserver la condition de
cohérence :

↓i ,
d

dt
(ϖωri(t)) = ϖvi(t) . (1.11)

L’action est alors modifiée selon

S + ϖS =

∫ t2

t1

dt (L + ϖL) (t) , (1.12)

avec :

ϖL =
N∑

i=1

ϖωri ·
ϱL

ϱωri
+

N∑

i=1

ϖωvi ·
ϱL

ϱωvi
. (1.13)

Si l’on considère la particule i, et que l’on intègre la perturbation de l’action
sur toute la trajectoire dans l’espace engendré par {ωri,ωvi}, il vient :

ϖSi =

∫ t2

t1

dt

(
ϖωri ·

ϱL

ϱωri
+ ϖωvi ·

ϱL

ϱωvi

)
. (1.14)

Le second terme peut être intégré par parties en utilisant (1.11) :

ϖSi =

∫ t2

t1

dt

(
ϖωri ·

ϱL

ϱωri

)
+

[
ϖωri ·

ϱL

ϱωv1

]t2

t1

→
∫ t2

t1

dt

(
ϖωri ·

d

dt

(
ϱL

ϱωvi

))
. (1.15)

Par ailleurs, le terme entre crochets est nul car les conditions en t1 et t2 sont
fixées, ce qui entraîne

ϖωri(t1) = ϖωri(t2) = ω0, ↓i . (1.16)

Pour que l’action soit minimale, il faut que ϖSi = 0, soit en regroupant les
termes ∫ t2

t1

dt ϖωri ·
(

ϱL

ϱωri
→ d

dt

(
ϱL

ϱωvi

))
= 0 . (1.17)



24 Formulations lagrangienne et hamiltonienne de la mécanique

Cette égalité doit être valable pour toute perturbation ϖωri. Ceci n’est possible
que si le terme entre parenthèses s’annuler, ce qui donne alors les équations
d’Euler-Lagrange :

ϱL

ϱωri
=

d

dt

(
ϱL

ϱωvi

)
. (1.18)

Ce sont en fait les équations du mouvement. Pour faire le lien avec leur forme
habituelle, il faut préciser la valeur du lagrangien pour un système donné.

1.2.5 Équivalence avec la mécanique newtonienne

La deuxième loi de Newton (1.2) et l’équation d’Euler-Lagrange (1.18) sont
supposées décrire toutes deux le mouvement d’un ensemble de points maté-
riels. Voyons à quelle condition elles sont équivalentes. Dans le cas d’une seule
particule soumise à une force dérivant d’un potentiel, on voit immédiatement
qu’une condition su"sante est :






ϱL

ϱωr
= ωF = →ϱU

ϱωr
ϱL

ϱωv
= mωv

, (1.19)

où U est le potentiel dont dérive la force. Il est facile de voir que le lagrangien
suivant convient :

L =
1

2
mωv 2 → U(ωr) , (1.20)

soit de façon générale, la di!érence entre l’énergie cinétique T et l’énergie po-
tentielle U ,

L = T → U . (1.21)

Nous disposons donc maintenant de deux points de vue équivalents. La for-
mulation newtonienne propose une approche di!érentielle, où la trajectoire des
points matériels peut être construite de proche en proche à partir de la donnée
des positions et des vitesses à un instant donné. La formulation lagrangienne
o!re en revanche un point de vue global, une fois fixés l’état initial et l’état
final.

1.2.6 Particule dans un champ électromagnétique

C’est peut-être dans le cas de l’étude d’une particule en mouvement dans un
champ électromagnétique que l’approche lagrangienne se révèle la plus instruc-
tive. Considérons une particule de masse m et de charge q dans un champ
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électromagnétique décrit par les champs ωE et ωB. La force subie par la particule
est la force de Lorentz

ωF = q ωE + qωv ↔ ωB . (1.22)

On rappelle que les champs ωE et ωB dérivent des potentiels scalaire V et vec-
teur ωA, les relations entre les champs et les potentiels étant données par

ωE = →ϱV

ϱωr
→ ϱ ωA

ϱt
et ωB =

ϱ

ϱωr
↔ ωA . (1.23)

La force électrique dérive uniquement du potentiel qV si le champ magnétique
est indépendant du temps. Le cas de la force magnétique est moins trivial
en raison du potentiel vecteur 1. La forme correcte du lagrangien décrivant le
mouvement de la particule dans ces champs est

L =
1

2
mωv 2 → qV + qωv · ωA . (1.24)

On peut le vérifier en considérant l’équation d’Euler-Lagrange (1.18) issue de
ce lagrangien. Voyons la projection sur x, les cas des autres directions étant
similaires. On a d’une part

ϱL

ϱx
= qωv ·

ϱ ωA

ϱx
→ q

ϱV

ϱωr

= q

(
ϱAx

ϱx

)
vx + q

(
ϱAy

ϱx

)
vy + q

(
ϱAz

ϱx

)
vz → q

ϱV

ϱωr
, (1.25)

et par ailleurs,
ϱL

ϱωv
= mωv + q ωA , (1.26)

car V et ωA ne dépendent que de ωr. On peut à présent dériver l’équation pré-
cédente par rapport au temps et utiliser l’équation d’Euler-Lagrange (1.18), ce
qui donne selon la direction x

ϱL

ϱx
= max + q

dAx

dt

= max + q

(
ϱAx

ϱx
vx

)
+ q

(
ϱAx

ϱy
vy

)
+ q

(
ϱAx

ϱz
vz

)
. (1.27)

En combinant l’expression précédente avec (1.25), il vient

max = q

(
ϱAx

ϱx

)
vx + q

(
ϱAy

ϱx

)
vy + q

(
ϱAz

ϱx

)
vz → q

ϱV

ϱωr

→
[
q

(
ϱAx

ϱx
vx

)
+ q

(
ϱAx

ϱy
vy

)
+ q

(
ϱAx

ϱz
vz

)]
.

(1.28)

1. Cela est non sans lien avec les fameux coups francs de Roberto Carlos. La force exercée
par l’air sur une sphère en rotation sur elle-même, conséquence de l’e!et Magnus, peut aussi
être décrite par un potentiel vectoriel.



26 Formulations lagrangienne et hamiltonienne de la mécanique

En utilisant la définition des champs à partir des potentiels scalaire et vec-
teur (1.23), il vient

max = qEx + qBzvy → qByvz = qEx + q
(
ωv ↔ ωB

)

x
. (1.29)

On reconnaît dans le membre de droite la composante selon x de la force de
Lorentz (1.22). Les équations d’Euler-Lagrange sont donc bien équivalentes à
la deuxième loi de Newton et conduisent aux bonnes équations du mouvement,
à condition que le lagrangien soit donné par (1.24). Nous verrons dans la suite
que cela correspond à une redéfinition de l’impulsion dans le cas où un champ
électromagnétique est présent.

Dans les problèmes où intervient la force de Lorentz, il n’est pas possible de
décrire le mouvement à l’aide d’un potentiel de façon aussi concise que dans le
cas où seul un champ électrique statique est présent. La raison en est que le
potentiel n’est pas décrit par une simple grandeur scalaire. Dans le premier cas,
l’énergie potentielle électrostatique est donnée par le produit qV . En présence
d’un champ magnétique, on peut interpréter le terme qωv · ωA non comme une
énergie potentielle mais, à une constante multiplicative près 2, une impulsion
potentielle.

1.2.7 Le moment conjugué de Lagrange

L’introduction du lagrangien comme entité fondamentale décrivant l’évolu-
tion d’un système amène de façon naturelle à définir un moment conjugué de
Lagrange qui généralise la notion de quantité de mouvement. Il est défini par

ωp =
ϱL

ϱωv
. (1.30)

Cette grandeur est également appelée impulsion. Dans le cas d’une particule
isolée ou soumise à un potentiel scalaire, l’impulsion s’identifie à la quantité
de mouvement. Ce n’est plus le cas si l’on considère une particule dans un
champ magnétique, comme on l’a vu dans la section précédente. Le tableau 1.1
donne les lagrangiens et les moments conjugués dans trois exemples courants
de situations.

2. La constante en question a la dimension d’une vitesse. Ce point sera abordé dans le
chapitre sur la relativité, avec le quadri-vecteur énergie-impulsion.
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